@ Cuatro muelles iguales estdn conectados a tres masas y fijos en las parte superior e inferior.

Departamento de Matemética Aplicada y Estadistica. UPCT Si denotamos por u = (u1,ug,ug) el vector que expresa el movimiento vertical (hacia arriba y

Titulacién: Grado en Ingenierfa Quimica hacia abajo) de cada una de las tres masas y si suponemos que m.ovnm owaw. una de las masas

Asignat N Matematicas T sélo actiia la fuerza de la gravedad, entonces, en estado de equilibrio, la relacién entre fuerzas y
signatura: Matemsa desplazamientos (que esencialmente se basa en la ley de Hooke) es de la forma (1) donde

2 -1 0 mg
HOJA DE PROBLEMAS: MATRICES, DETERMINANTES Y SISTEMAS K=|-12 —1]|, y f=| meg
0 -1 2 msg
1. Determinar el rango de las siguientes matrices La matriz K se suele llamar matriz de rigidez y, en el caso de que los tres muelles son idénticos,

aparece multiplicada por una constante ¢ que representa la rigidez del muelle. Tomamos ¢ = 1

3 2 1 2.3 35 v para simplificar. Calcula los desplazamientos de las tres masas, es decir, resuelve el sistema
A= |42 3 B=|(6 7 3 Ku=f.
50 -2 R [1] En una red eléctrica se tienen dos fuentes de tensién Vi y V&, siendo Vi = 60430, esto es, el
-2 -2 -3 2 0 112 2 -1 nimero complejo de médulo 60 y argumento 45°. Las leyes de Kirchhoff conducen al sistema de
c = 1 1 2 0 -1 D= 1 2 0 3 1 ecuaciones lineales V = RI, donde
= 1 1 20 -1 “l10 41 -3 .
3 3 21 0 21 6 3 -4 . |4 545 —5j 0 . N.m
V=10 |, R=| -5 8+8 —6| e I=|1h
2. Hallar la inversa de 5 Vs 0 —6 10 I
1 1 -
A= 3 4 =2 v Caleula el valor que debe tomar ¥ de modo que Fr sea igual a coro.
-1 -1 2 . R " . .
! @m forma indirecto. El problemu fisico ti 70 infinito de grados de libertad. Por ejemplo,
(y realizar la comprobacién de que en efecto es la inversa). supongamos que tenemos una cuerda clistica de longitud 1 que estd fija en sus dos extremos y
L. . supongamos también que sobre dicha cuerda actiia una fuerza vertical f. El objetivo es, al igual que
@ Hallar el valor de los siguientes determinantes en el caso de los muelles, calcular el desplazamiento de cada punto material de la cuerda. Decimos
| 1 2 3 45 que el sistema tiene infinitos grados de libertad porque cada punto material de la cuerda se identifica
301 4] _ 1 2 45 8 1-4 o i con un niimero real € [0,1], y claro, el intervalo [0,1] contiene infinitos nimeros reales. En este
(@) 9 2 2 4 ®) 235 709 @ 144 3-4¢ 1 caso, las variables fisicas (el desplazamiento u(z) y la fuerza f(z)) son funciones y no vectores. La
2314 1001 2 | o —i i+2 ley fisica subyacente (la misma que para los muelles, es decir la ley de Hooke) se expresa no como
4 4 5 9 201 3 0 ! ! una ecuacién matricial sino como una ecuacién diferencial: en este caso,
d du
e Discutir y resolver, cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: iz Anﬁavm&v = f(z), 2)
T+ -—z-2=5 22-ytz=5 T4+ —3z+t=2 donde ¢(z) es una funcién o un mimero que representa las propiedades elasticas de la cuerda, su
2 —dy+2z+4t=—10 3z+2y+2 =0 A - Se
— 2T aRYER2ZERdt = = —Sr+2y+2z= w—y—z—t=1 rigidez, la oposicién que ofrece a ser deformada. Como veremos més adelante en este curso, algunas
(a) i ®) —z-2y+2:=0 (o) —z4+y+2z—-t=0 de estas ecuaciones diferenciales se pueden resolver explicitamente, pero otras muchas no. Es preciso
@+ 3y I»M - w =6 M+ @@.T 2 M 0 0 3x+2y —4z—3t=1 resolverlas de forma numérica lo que implica una vuelta al mundo discreto del Calculo Matricial.
z—z—4t= z— 6y —2z=

Veamos c6mo se hace esto en el caso de la ecuacién (2). Para simplificar, supongamos que ¢(z) =
1. Supongamos que dividimos el intervalo [0,1] en 10 sub-intervalos de igual longitud Az = 0,1.

@gwﬁ.womm en Ingenieria [3]. Las matrices aparecen en Ingenieria de las dos formas siguientes: Pretendemos calcular el desplazamiento u(z) en los nodos #; = jAz con 1 < j < 9 pues en los

(a) De forma directa. El problema fisico tiene un niimero finito de grados de libertad. Por ejemplo, en un N:E% ¢=0yz=1nohay ammv?smd:msoo.. Hontans _w. e HQ@HOJ_EW % OM A a.ﬁm\naoﬂ.
sistema de muelles conectados a través de masas puntuales, uno conoce las fuerzas que actian sobre el iy Tr Uz, ] M<ww=m50m la fuerza vertical f(z) en dichos :omOm, ooa. o cual dicha E”_o_oz .
sistema (representadas por medio de un vector f = (f1, f2, f3)) y desea conocer los desplazamientos aproxima por el vector f = [fy, fa, -+, fo], donde f; = f(z;), 1 < j < 9. Finalmente, aproximamos
u = (u1,us,u3) de cada masa. Bajo las hipétesis de desplazamientos pequenios y lentos, las leyes la derivada segunda de u en la forma
fisicas que expresan la mo._mb&n muﬁ.m fuerzas y desplazamientos @x.ua ejemplo, la ley n.mm moo_.nm” tensién d®u(z;)  ulz; -+ Az) — 2uley) +ule; — Az)
proporcional a deformacién ) son lineales y se expresan matematicamente por medio de sistemas de a2 ~ —7 E
ecuaciones lineales en la forma g (ax)

Ku=f ) Con todos estos ingredientes, calcula la matriz K mediante la cual la ecuacién diferencial (2) se
donde K es una matriz. En muchas ocasiones, la mairiz K es de la forma K = AT A, por tanto expresa en forma discreta como un sistema de la forma K = W Es importante resaltar que pese
simétrica, y ademds suele representar la energia del sistema, por tanto K es definida positiva, o al a que este sistema es en principio igual que el que obtuvimos antes para el caso de los muelles,
menos semidefinida positiva, pues la energia de un sistema fisico nunca es negativa. Veamos un par sin embargo, hay algo muy importante que los diferencia: su tamano. En efecto, el tamafio de las
de ejemplos sencillos pero muy ilustrativos: matrices de los sistemas lineales que surjen al discretizar problemas continuos (como el de la cuerda

elsitca) es muy grande lo que obliga a un tratamiento numérico de dichos sistemas.
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